Delta di Dirac (1)

» Cerchiamo la derivata
t della funzione u(t)

augpant Funzione UV !
non definita
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0.(t) = —rect(— T
o(t) = 5 rect(5)
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Delta di Dirac (2)
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Delta di Dirac (3)

I = /+x x(t)d(t)dt = lim /+DC x(t)0 (t)dt o0
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/ x(t)o, (t)dt = )L / x(t)dt = L'_)c x(t)
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lill‘l / x(t)o,(t)dt = lim x(f) = x(0)
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proprieta” campionatrice della Delta
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Trasformata della Delta
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Dal tempo continuo al tempo discreto

X(t) x[n]
,
—— /]
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x(t) x[n]
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fo=1T t=nT
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Trasformata di Fourier di una sequenza

Ricorda:

X(f) = /:; ;1'(!)(:_i2”f[(11

Trasformata di Fourier di una sequenza (2)

X(f) = i :1:[11,](J,_i277'7f'1’

n=-—oo

Inoltre:
_ — 1
X(N=XU+)
Introduciamo:

1/2T
z[n] = / \j2r X(f)(°127'"f1 df
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%)
X(F) = Z :L‘[’n.](:_lzﬂ'"l"
n=-—00
con F'= fT. Inoltre:
—_ o0 ) i
X(F+1)= Z :1:[71]e_’2ﬂ"(l‘+1) _
n=-—00
00
= Z :B[yl]c—iQNIIFC—iQﬁix — X(F)
n=-—00
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X & > ol
X(f) = Z :17[”]({—127.‘nf[
n=-—oo

Moltiplico per un esponenziale ed integro:
o0

/1/2 \’(f) i2rnfT df = /1/2T Z I[nl]e—i27rmf'1‘6—i27mf'l'df

1/2T 1/2T 5= o
TX,

1/2T . .
— - [m] /‘ / ~127r(m~n)f1 df = :IT[‘H,]%

m——x per m=n

quindi:

121 _ .
z[n] = '1'/_1/2,1,X(f)c’Q“"f'(U
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Sintesi di un segnale a tempo continuo e
di una sequenza

w .
.’L'(t)= Z XkeZQﬂ'kfot

k=—o0

w0 = [ °:o X(f)ei2rftqs

1/2T _ .
z[n] = T/_I/QTX(f)ezzwndef
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La condizione di Nyquist (1)

z[n] = z(nT) =

X(f)= Z .”L'['n]e_igmlfT= i x(nT)C—i2ﬂ'nf'I‘

n=—oo n=-—oo

> & o0 . o . -
X(f) — Z (/_xX(V)ez2m/n1dy)e—z27rnf1

n=—oo

)‘((f):/_o;x(,,) S emi2mn(f-Tg,

n=-—oo
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La condizione di Nyquist (2)

assumendo che:

- —i2anfT _ l O . E
"=Z_°CC B Tk=Z_o<,6(f T)
si ottiene:
- %0 1 & k
XN = [ X3 X s (-2

k=-0c0

_ 1 = 00 k
=7 ¥ [ XN - (=D
- [’c 2(£)5(t — to)dt = x(to)
- 1 X koo™
X(f)= 7 Z X(f - 7)
k=-—o0
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La condizione di Nyquist (3)
- 1 = k
X(f) = Z X(f-3)
T e 1
=—0C
La trasformata di Fourier di una sequenza &
la periodicizzazione della trasformata del se-
gnale originale, con una periodicita pari alla
frequenza di campionamento f. = 1/T.

Per garantirsi I'assenza di aliasing, |a frequenza
di campionamento deve essere tale che:

1
f4'=722[3

dove B & la banda del segnale.
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Tempo
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Frequenza

X

|11,

Segnale a tempo continuo periodico
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Spettro discreto aperiodico

o

t
Segnale a tempo continuo aperiodico

f

Spettro continuo aperiodico
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Tempo Frequenza

x[n) T i(f)

1Ny /\/\/\
n f
Segnale a tempo discrelo aperiodico Spettro continuo pefiodico
x[n) )_K
| n k
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Esempio: segnale audio

» Orecchio umnano limitato in frequenza, fra 20
Hz e 20 kHz
* CD:f.=44.1kHz ; DVD: f_= 48.1 kHz
» Segnali trasmessi: f,= 32 kHz

Filtro Anti-Aliasing
x() B 0
e » A/D
B' f

gln]

DsP

y[n] y(t)
» DA [—>»
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Campionamento e riproduzione

x(t) x{n) )
AD DIA

(1)

x(t) x[n] 7\
~ > >
Al

p(t)

nn}{/ *lnl‘ im[_'_,_'r
anl |
f 1 1
n

v T t
(a)

»
O appen 2T appram)

x[0]+p(t) n=oc
oy z(t) = X x[n]p(t — nT)
n=-oo

’ [
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Interpolazione (1)

n=oo

z(t) = Z z[n]p(t — nT)
p(t) = 1'("(-I(t — T/Q) P(f) = Tsine(fT)e™T
XN = Z z[n)P(f)e 2T =

P() S alnle 28T = P(HR()

n=—oo

G. Ambrosi, UniPG

28 X(f)

Interpolazione (2)

k=oc
OB — inef TN ATST ik
X(f) = since(fT)e -“l‘:z:x X(f T)

28| X(0)|
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Interpolazione (3)

Scegliamo p(t) in modo che:

P(f) = Trect(fT)

X(H=pPHX()= Trect(fT)% i X(f—k/T) = X(f)

n=-—oo

Teorema del campionamento:

Un segnale il cui spettro € limitato nella banda B puo essere
ricostruito esatamente a partire dai propri campioni, purche
la frequenza di campionamento non sia inferiore a 2B
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Interpolazione cardinale

Trect(fTYP(f) « p(t) = sinc (%)

z(t) = io: z[n]sinc (t — nT)

n=—oo
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Interpolazione cardinale

Trect(fTYP(f) « p(t) = sinc (%)

z(t) = io: z[n]sinc (t — nT)
Z(kT) = _§ z[n]sinc(k —n) =
_Z 2[n)o(k — n) = z[k] = 2(kT)
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